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همةمعادلاتچندجمله اي با ضرایب گویا را در نظر بگیرید.
n n

n na x a x ... a x a-
-+ + + + =1 1
1 1 0 0

مجموعة همة جواب هاي این معادلات را عددهاي جبري گویند؛ 
x با  + =2 1 چــه حقیقي و چه موهومي. مثلاً  ریشــه هاي معادلة 0
اینکــه حقیقي نیســتند )موهومي - مختلط(، ولــي جبري نامیده 

مي شوند.
 mx

k
= بنابراین تمامي عددهاي گویا جبري هستند، زیرا با فرض 

k اســت، داریم: که در آن m و k دو عدد صحیح هســتند و 0≠
mx kx m kx m
k

= ⇒ = ⇒ - =0

که نشان  مي دهد، هر عدد گویا یک عدد جبري است.

همچنیــن ریشــة n ام یک عدد گویــا نیز جبري اســت؛ یعني: 

n زیرا:
mx
k

=

n nn
m mx x kx m
k k

= ⇒ = ⇒ - =0

k و اگر n یک عدد زوج باشد، m و k هم علامت هستند( )که در آن 0≠

قابل ذکر اســت، ریشة nام یک عدد گویا مي تواند گویا باشد و یا 
گنگ که تمامي  عددهاي گویا را مي توان روي محور نشان داد؛ مثل 

. اما ریشه هایي که گنگ هستند، با اینکه جبري اند،  8
27

ریشــة سوم 

امــا تعدادي از آن ها قابل نمایــش به صورت دقیق روي محور عددها 

نیستند؛ مانند ریشة سوم 2.
براي نمایش ریشــة دوم عددهاي طبیعــي از قضیة فیثاغورس 
کمک مي گیریم و با رســم مثلث یا مثلث هــاي قائم الزاویه به صورت 

متوالي، به  طول وتر دلخواه مي رسیم.
5 روي محور مي توان  مثلًا براي نمایش پاره خطــي به  طول 
بــه این روش ها عمل کرد: چهار مثلث قائم الزاویه به ضلع هاي قائم 1 
واحد، و یا یک مثلث به ضلع هاي قائم 2 و 1. اکنون این سؤال پیش 
مي آید که براي رسم این مثلث و یا مثلث ها، در ابتداي امر مثلث اولي 

را در چه جهتي باید رسم کنیم:
در اینجا از چهار مثلث استفاده مي کنیم و در جهت هاي متفاوت 

رسم را انجام مي دهیم.

فاطمه معين الديني

عددهاي رسم پذير
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اگر دقت کنیم، آخر وتر در هر جهت برابر با شعاع دایره و به طول 
 5 5 اســت. پس طول پاره خط هاي OA و OB نیز مســاوي 
+ و  5 اســت. اگر O مبدأ مختصات  باشــد، A نشان دهندة عدد 
- است. بنابراین، براي نمایش این عددها،  5 B نشان دهندة عدد 
سوزن پرگار را روي نقطة آغاز رسم مثلث ها مي گذاریم و دهانة پرگار 
را به اندازة آخرین وتر باز مي کنیم. اگر علامت رادیکال مثبت باشــد، 
به جهت راســت کمان مي زنیم و اگر علامت رادیکال منفي باشد، به 

سمت چپ.
البته رسم مثلث یا مثلث ها در هر جهتي مي تواند باشد و تأثیري 
روي علامت رادیکال ندارد. اما به اشتباه رایج شده است، براي نمایش 
 - 5 + از مبدأ به سمت راست مثلث ها را رسم کنیم و براي  5

به سمت چپ.
در توجیه این امر گفته اند، زماني که مثلث ها را به سمت راست رسم 
مي کنیم، انتهاي آخرین وتر به عدد روي محور نزدیک تر است و کمان 
کوچک تري باید زد. براي منفي هم همین طور اســت. در حالي که اگر 
به شــکل 1 دقت کنیم، مثلث هایي که به سمت راست رسم کرده ایم، 
+ است، بیشتر  5 آخرین وتر از جایگاه نقطة A که نشــان دهندة 
+ کارساز است که با  5 فاصله گرفته است. توجیه مزبور زماني براي 

یک مثلث به ضلع هاي 1 و 2 رسم شود )مانند شکل 2(.

5

52 +0

شكل2 

، اگر از رســم دو مثلث در دو  -2 18 مثلًا براي نمایش عدد 
جهت مختلف استفاده کنیم، هیچ تفاوتي ایجاد نمي کند. براي نمایش 
این عدد، مکان عدد 2 روي محور مشــخص است و کافي است وتري 
18 پیدا کنیم. پس ابتــدا ضلع هاي مثلث قائم الزاویه را  به طول 

مي یابیم:

:
:
: ...

→ + ⇒
→ + + ⇒
→ + + + ⇒

18

18 9 9
18 16 1 1
18 1 1 1



یکمثلثبهضلعهايقائم3و3
دومثلثبهضلعهايقائم4و1و1

هفدهمثلثبهضلعهايقائم1

راحت تر این اســت که مثلث هایي به ضلع هاي قائم 3 و 3 رسم 
کنیم.
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3 3
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33

6 710-1-2 2

18 18

18

         

شكل3 

همان طور که در شکل 3 ملاحظه کردید، چه مثلث را در سمت 
راســت عدد 2 و یا در سمت چپ عدد 2 رسم کنیم، نهایتاً کمان به 
ســمت چپ که زده شود، هر دو یک جایگاه را نمایش مي دهند. اگر 
بــه دانش آموز آزادي عمل دهیم، این موضــوع را به صورت مفهومي 
مي آموزد. اما اگر قید و شــرط قرار دهیم، دچار سردرگمي مي شود و 

حفظي به این کار مي پردازد.
4 : )ریشة چهارم عدد 2(  اکنون مي خواهیم جایگاه عدد جبري 2

را روي محور اعداد حقیقي پیدا کنیم:
از خواص طولي مثلث قائم الزاویه استفاده مي کنیم)شکل4(.
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21 شكل5 

 ،B حال براي رســم دقیق مثلث قائم الزاویة شکل 5 به رأس قائم
از زاویة محاطي اســتفاده مي کنیم. مي دانیم که اندازة زاویة محاطي 
روبه رو به قطر دایره 90 درجه است. پس کافي است یک دایره به قطر 

1+ رسم کنیم. 2
1+ روي  2 براي رسم این دایره، باید پاره خط AC را به طول 

محور مشخص و سپس مرکز دایره را روي این قطر پیدا کنیم.
1+ و پیدا کردن وسط پاره خط  2 براي رســم پاره خط به طول 

)نقطة M( مراحل زیر را انجام مي دهیم:
، شــروع کار از مبدأ  +1 2 گام1. بــراي رســم  پاره خط به طول 
مختصات اســت. اما جهت رسم مهم نیســت و فقط طول پاره خط 
اهمیت دارد. یعني مي توان 1 واحد از مبدأ به ســمت راست رفت و 

2 واحد از مبدأ به سمت چپ، و یا برعکس.
 2 در شکل 6، 1 واحد به سمت چپ مبدأ حرکت مي کنیم و 

واحد به سمت راست مبدأ مختصات مي رویم.

0 1

1

1

-1-2 2

2

2

A C

1 + 2
شكل6 

گام2. حال عمودمنصف پاره خط AC را رسم مي کنیم تا نقطة وسط 
پاره خط را پیدا کنیم و آن را M مي نامیم )شکل 7(.

CA
M

O

شكل7 

گام3. دایره اي به مرکز M و شــعاع MA رسم مي کنیم )شکل 8(. 
اکنــون هر نقطه از دایره را اختیــار کنیم و به دو نقطة A و C وصل 

1+ ایجاد مي شود. 2 کنیم، مثلث قائم الزاویه اي به قطر 

M

B

A CO

شكل8 

امــا با توجه به اینکه ارتفاع وارده اي مي خواهیم که قطر را به دو 
2 تقسیم کند، باید پاي ارتفاع مبدأ مختصات باشد:  قسمت 1 و

 
OB AO OC OB

OB OB

= × ⇒ = × =

⇒ = ⇒ =

2 2

4

1 2 2

2 2
+ را روي  4 2 اکنون با زدن کمان در ســمت راست مبدأ، عدد 
 - 4 2 محور نشان مي دهیم و با زدن کمان در سمت چپ مبدأ، عدد 

را به نمایش مي گذاریم )شکل 9(.

MA CO
24 24

24

شكل9 

اما عددي را که جبري نباشــد، »عدد متعالي«، »ترافرازنده« یا 
»غیرجبري« مي نامیم. نمونه هایي از عددهاي ترافرازنده ، »عدد پي« 
( و »عدد اولر« )e( هســتند. تاکنون نمونه هاي کمي از عددهاي  π (
ترافرازنده شناخته شــده اند، چرا که اثبات ترافرازنده بودن یک عدد 
دشوار است. با این حال شمار آن ها کم نیست و تقریباً همة عددهاي 

موهومي و حقیقي ترافرازنده شمرده مي شوند.
نخســتین اثبات وجود عددهاي ترافرازنــده را جوزفلیویل، 
ریاضي دان فرانســوي، در ســال 1844 ارائه داده است. آیا مي توان 
عددهاي متعالي را با پرگار به دقت رســم کرد؟ در همین مقاله ذکر 
شــد، حتي برخي عددهاي جبري را نمي تــوان به صورت دقیق روي 
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محور نشان داد و مي دانیم نمایش عددهاي غیرجبري به صورت دقیق 
امکان پذیر نیست.

22 یک عدد غیرجبري است؛ زیرا: براي مثال، عدد 
x

x

x log x log log

log

= ⇒ = ⇒ =

⇒ - =

2
2

2

2 2 2 2
2 0

که این معادله با معادلة چندجمله اي زیر:
 

n n
n na x a x .... a x a-

-+ + + + =1
1 1 0 0

22 یک عدد متعالي است. اما  با ضرایب گویا یکي نیست. پس عدد 
براي رسم تا حدي غیردقیق آن مي توان از تلاقي نمودارهاي زیر کمک گرفت:

x xx log log= ⇒ - = ⇒ =2
2 22 2 0 2

f و  (x) =1 2 نمودارهــاي  تلاقــي  22 محــل  یعنــي 
xf است. (x) log=2 2

y را پیدا مي کنیم )شکل10(. = 2 ابتدا مقدار 

2

2

1

1

شكل10 

f را که خطي عمود بر محور  y در  (x) =1 2 اکنون نمــودار 

2 است، رسم مي کنیم )شکل 11(: نقطة 

2

1

2f1(x) =

شكل11 

xf را رســم مي کنیم )قســمت غیردقیق  (x) log=2 2 نمودار 
ترسیم در رسم تابع لگاریتم پیش مي آید( و محل تلاقي این نمودار با 

f را مشخص مي سازیم )شکل 12(. (x) =1 2 نمودار 

log x
2

x
1
4

1
2 1 2 4

-2 -1 0 1 2



F
log x

2f2(x)=

f1(x)= 2

شكل12 

22 را روي محور  حال اگر از F بر محور   xها عمود کنیم، نقطة 
نشان داده ایم )شکل 13(.

براي رســم عمــود نیز از پــرگار کمک مي گیریــم. پس نقطة 

H نقطة مورد نظر مسئله است. = 22

log x
2f2(x)=

F
F1(x)= 2

H

شكل13 

π یک عدد گنگ و یک عدد متعالي اســت و نمي توانیم آن را 

π تعریف هاي  به صــورت دقیق روي محور نمایش دهیــم. اما براي 
. ابتدا نشــان مي دهیم  +2 3 زیادي تخمین زده اند؛ از جمله 
2+ یک عدد جبري است و سپس آن را روي محور عددهاي  3

حقیقي نمایش مي دهیم )به کمک پرگار و رابطة فیثاغورس(:

x x
(x ) x x

= + ⇒ = + ⇒

- = ⇒ - - =

2

2 2 4 2

2 3 5 2 6
5 24 10 19 0

2+ عددي جبري اســت. براي  3 پس واضح اســت که 
2+ قطعاً روش هاي متعددي وجــود دارند که در  3 نمایــش 

اینجا یکي از آن ها را ذکر مي کنیم.
، از ضلع هاي قائم 1 و 1،  2 براي رسم مثلث قائم الزاویه به وتر 
3 از ضلع هاي قائم 1، 1 و 1 استفاده مي کنیم. مي بینیم که  و وتر 
ضلع قائم 1 در هر دو مشترک است. پس مي توان از این ضلع به عنوان 
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ضلع مشترک استفاده کرد؛ مانند )شکل 14(.
1

3

2

1

1 1

شكل14 

براي رسم دقیق روي محور مراحل زیر را انجام مي دهیم:
2 را روي محور نشان مي دهیم. )شکل 15(  .1

2
0

1

1

شكل15 

2 روي  2.به کمک زاویة محاطي مثلث قائم الزاویه اي به قطر 
محور رســم مي کنیم. در اینجا بعد از رسم عمودمنصف و پیدا کردن 
، رأس قائم  2 مرکز دایره )M( و رســم دایره به مرکزیت M و قطر
را محل تلاقي دایره و عمودمنصف قرار مي دهیم تا مثلث قائم الزاویة 

متساوي الساقین با ساق هاي 1 و 1 حاصل شود. )شکل 16(

2

A

MO

شكل16 

، ضلع  قائم 1 را سوار مي کنیم  2 اکنون روي ضلع 1 مثلث با وتر
3 برسیم و کمان دلخواه را بزنیم. )شکل 17( تا به وتر

3
2 3

1

+ =

1

1 1
π

 O 2 3 شكل17 

سؤال جالبي که به ذهن خطور مي کند، چنین است: »اگر عددي 
رسم پذیر باشد، آیا معکوس عدد نیز رسم پذیر مي شود؟« رابطة اصلي 
. با توجه  a.

a
=

1 که یک عدد با معکوســش دارد، چنین اســت: 1

بــه اینکه براي رســم از مثلث قائم الزاویه و روابــط طولي آن کمک 
مي گیریم، رابطة زیر راهگشاي سؤال است:

BH AH . HC

AH . HC

AH . HC

=

= ⇒

=

2

21
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A H
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C
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شكل18 

HC وارون یکدیگر هستند. AH و  واضح است که 
اما براي نمایش معکوس یک عدد رسم پذیر روي محور، باید H را 
مبدأ مختصات در نظر بگیریم و طبق گام هاي زیر ادامه دهیم. دقت 
شــود، چون در نمایش دو طرف مبدأ مختصات قرار مي گیرند، پس 
این عددها قرینة معکوس یکدیگر هستند که لازم است براي معکوس 

عدد، قرینة عدد را نمایش دهیم:

B

O-a

1
1
a

+ شكل19 

1.نمایش عدد رسم پذیر روي محور مختصات )براي مثال a-(؛
2.رسم خط عمود BO به اندازة یک واحد از مبدأ مختصات؛

 .-a و نقطه B 3. رســم خط عمود بر پاره خط واصــل بین نقطه
محــل تلاقي این خط و محــور اعداد محل نمایــش معکوس عدد 

رسم پذیر است.
- را روي محور اعداد نمایش دهید. +1 5 مثال:معکوس عدد 

1- را روي محور نمایش مي دهیم. 5 ابتدا عدد 
سپس مراحل بالا را طي مي کنیم تا به جواب سؤال، یعني نمایش 

- برسیم. )شکل 20( +1 5 معکوس 

5
11

2151- 0

- +
1

1 5 شكل20 


