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همة معادلات چندجمله‌اي با ضرايب گويا را در نظر بگيريد.
n n

n na x a x ... a x a-
-+ + + + =1 1
1 1 0 0

مجموعة همة جواب‌هاي اين معادلات را عددهاي جبري گويند؛ 
x با  + =2 1 چــه حقيقي و چه موهومي. مثلاً‌ ريشــه‌هاي معادلة 0
اينكــه حقيقي نيســتند )موهومي - مختلط(، ولــي جبري ناميده 

مي‌شوند.
 mx

k
= بنابراين تمامي عددهاي گويا جبري هستند، زيرا با فرض 

k اســت، داريم: كه در آن m و k دو عدد صحيح هســتند و 0≠
mx kx m kx m
k

= ⇒ = ⇒ - =0

كه نشان‌ مي‌دهد، هر عدد گويا كي عدد جبري است.

همچنيــن ريشــة ‌nام كي عدد گويــا نيز جبري اســت؛ يعني: 

n زيرا:
mx
k

=

n nn
m mx x kx m
k k

= ⇒ = ⇒ - =0

k و اگر n كي عدد زوج باشد، m و k هم‌علامت هستند( )كه در آن 0≠

قابل ذكر اســت، ريشة nام كي عدد گويا مي‌تواند گويا باشد و يا 
گنگ كه تمامي‌ عددهاي گويا را مي‌توان روي محور نشان داد؛ مثل 

. اما ريشه‌هايي كه گنگ هستند، با اينكه جبري‌اند،  8
27

ريشــة سوم 

امــا تعدادي از آن‌ها قابل نمايــش به‌صورت دقيق روي محور عددها 

نيستند؛ مانند ريشة سوم 2.
براي نمايش ريشــة دوم عددهاي طبيعــي از قضية فيثاغورس 
كمك مي‌گيريم و با رســم مثلث يا مثلث‌هــاي قائم‌الزاويه به‌صورت 

متوالي، به‌ طول وتر دلخواه مي‌رسيم.
5 روي محور مي‌توان  مثلًا براي نمايش پاره‌خطــي به‌ طول 
بــه اين روش‌ها عمل كرد: چهار مثلث قائم‌الزاويه به ضلع‌هاي قائم 1 
واحد، و يا كي مثلث به ضلع‌هاي قائم 2 و 1. اكنون اين سؤال پيش 
مي‌آيد كه براي رسم اين مثلث و يا مثلث‌ها، در ابتداي امر مثلث اولي 

را در چه جهتي بايد رسم كنيم:
در اينجا از چهار مثلث استفاده ميك‌نيم و در جهت‌هاي متفاوت 

رسم را انجام مي‌دهيم.

فاطمه معين‌الديني

عددهاي رسم‌پذير
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 شكل 1  

اگر دقت كنيم، آخر وتر در هر جهت برابر با شعاع دايره و به طول 
 5 5 اســت. پس طول پاره‌خط‌هاي OA و OB نيز مســاوي 
+ و  5 اســت. اگر O مبدأ مختصات  باشــد، A نشان‌دهندة عدد 
- است. بنابراين، براي نمايش اين عددها،  5 B نشان‌دهندة عدد 
سوزن پرگار را روي نقطة آغاز رسم مثلث‌ها مي‌گذاريم و دهانة پرگار 
را به اندازة آخرين وتر باز ميك‌نيم. اگر علامت رادكيال مثبت باشــد، 
به جهت راســت كمان مي‌زنيم و اگر علامت رادكيال منفي باشد، به 

سمت چپ.
البته رسم مثلث يا مثلث‌ها در هر جهتي مي‌تواند باشد و تأثيري 
روي علامت رادكيال ندارد. اما به اشتباه رايج شده است، براي نمايش 
 - 5 + از مبدأ به سمت راست مثلث‌ها را رسم كنيم و براي  5

به سمت چپ.
در توجيه اين امر گفته‌اند، زمانيك‌ه مثلث‌ها را به سمت راست رسم 
ميك‌نيم، انتهاي آخرين وتر به عدد روي محور نزد‌كيتر است و كمان 
كوچ‌كتري بايد زد. براي منفي هم همين‌طور اســت. در حاليك‌ه اگر 
به شــكل 1 دقت كنيم، مثلث‌هايي كه به سمت راست رسم كرده‌ايم، 
+ است، بيشتر  5 آخرين وتر از جايگاه نقطة A كه نشــان‌دهندة 
+ كارساز است كه با  5 فاصله گرفته است. توجيه مزبور زماني براي 

كي مثلث به ضلع‌هاي 1 و 2 رسم شود )مانند شكل 2(.

5

52 +0

 شكل 2  

، اگر از رســم دو مثلث در دو  -2 18 مثلًا براي نمايش عدد 
جهت مختلف استفاده كنيم، هيچ تفاوتي ايجاد نميك‌ند. براي نمايش 
اين عدد، مكان عدد 2 روي محور مشــخص است و كافي است وتري 
18 پيدا كنيم. پس ابتــدا ضلع‌هاي مثلث قائم‌الزاويه را  به طول 

ميي‌ابيم:

:
:
: ...

→ + ⇒
→ + + ⇒
→ + + + ⇒

18

18 9 9
18 16 1 1
18 1 1 1



 كيمثلث به ضلع‌هاي قائم 3 و 3
دو مثلث به ضلع‌هاي قائم 4 و 1 و 1

هفده مثلث به ضلع‌هاي قائم 1

راحت‌تر اين اســت كه مثلث‌هايي به ضلع‌هاي قائم 3 و 3 رسم 
كنيم.

3

3 3

4 5
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 شكل 3  

همان‌طور كه در شكل 3 ملاحظه كرديد، چه مثلث را در سمت 
راســت عدد 2 و يا در سمت چپ عدد 2 رسم كنيم، نهايتاً كمان به 
ســمت چپ كه زده شود، هر دو كي جايگاه را نمايش مي‌دهند. اگر 
بــه دانش‌آموز آزادي عمل دهيم، اين موضــوع را به‌صورت مفهومي 
مي‌آموزد. اما اگر قيد و شــرط قرار دهيم، دچار سردرگمي مي‌شود و 

حفظي به اين كار مي‌پردازد.
4 : )ريشة چهارم عدد 2(  اكنون مي‌خواهيم جايگاه عدد جبري 2

را روي محور اعداد حقيقي پيدا كنيم:
از خواص طولي مثلث قائم‌الزاويه استفاده ميك‌نيم)شکل4(.

BH AH . HC

BH AH . HC

= ⇒
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 شكل 4  
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21  شكل 5  

 ،B حال براي رســم دقيق مثلث قائم‌الزاوية شكل 5 به رأس قائم
از زاوية محاطي اســتفاده ميك‌نيم. مي‌دانيم كه اندازة زاوية محاطي 
روبه‌رو به قطر دايره 90 درجه است. پس كافي است كي دايره به قطر 

1+ رسم كنيم. 2
1+ روي  2 براي رسم اين دايره، بايد پاره‌خط AC را به طول 

محور مشخص و سپس مركز دايره را روي اين قطر پيدا كنيم.
1+ و پيدا كردن وسط پاره‌خط  2 براي رســم پاره‌خط به طول 

)نقطة M( مراحل زير را انجام مي‌دهيم:
، شــروع كار از مبدأ  +1 2 گام 1. بــراي رســم‌ پاره‌خط به طول 
مختصات اســت. اما جهت رسم مهم نيســت و فقط طول پاره‌خط 
اهميت دارد. يعني مي‌توان 1 واحد از مبدأ به ســمت راست رفت و 

2 واحد از مبدأ به سمت چپ، و يا برعكس.
 2 در شكل 6، 1 واحد به سمت چپ مبدأ حركت ميك‌نيم و 

واحد به سمت راست مبدأ مختصات مي‌رويم.

0 1

1

1

-1-2 2

2

2

A C

1 + 2
 شكل 6  

گام 2. حال عمودمنصف پاره‌خط AC را رسم ميك‌نيم تا نقطة وسط 
پاره‌خط را پيدا كنيم و آن را M مي‌ناميم )شكل‌7(.

CA
M

O

 شكل 7  

گام 3.  دايره‌اي به مركز M و شــعاع MA رسم ميك‌نيم )شكل‌8(. 
اکنــون هر نقطه از دایره را اختیــار کنیم و به دو نقطة A و C وصل 

1+ ايجاد مي‌شود. 2 كنيم، مثلث قائم‌الزاويه‌اي به قطر 

M

B

A CO

 شكل 8  

امــا با توجه به اينكه ارتفاع وارده‌اي مي‌خواهيم كه قطر را به دو 
2 تقسيم كند، بايد پاي ارتفاع مبدأ مختصات باشد:  قسمت 1 و

 
OB AO OC OB

OB OB

= × ⇒ = × =

⇒ = ⇒ =

2 2

4

1 2 2

2 2
+ را روي  4 2 اكنون با زدن كمان در ســمت راست مبدأ، عدد 
 - 4 2 محور نشان مي‌دهيم و با زدن كمان در سمت چپ مبدأ، عدد 

را به نمايش مي‌گذاريم )شكل‌9(.

MA CO
24 24

24

 شكل 9  

اما عددي را كه جبري نباشــد، »عدد متعالي«، »ترافرازنده« يا 
»غيرجبري« مي‌ناميم. نمونه‌هایي از عددهاي ترافرازنده‌، »عدد پي« 
( و »عدد اولر« )e( هســتند. تاكنون نمونه‌هاي كمي از عددهاي  π (
ترافرازنده شناخته شــده‌اند، چرا كه اثبات ترافرازنده بودن كي عدد 
دشوار است. با اين حال شمار آن‌ها كم نيست و تقريباً همة عددهاي 

موهومي و حقيقي ترافرازنده شمرده مي‌شوند.
نخســتين اثبات وجود عددهاي ترافرازنــده را جوزف ليويل، 
رياضي‌دان فرانســوي، در ســال 1844 ارائه داده است. آيا مي‌توان 
عددهاي متعالي را با پرگار به دقت رســم كرد؟ در همين مقاله ذكر 
شــد، حتي برخي عددهاي جبري را نمي‌تــوان به‌صورت دقيق روي 
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محور نشان داد و مي‌دانيم نمايش عددهاي غيرجبري به صورت دقيق 
امكان‌پذير نيست.

22 كي عدد غيرجبري است؛ زيرا: براي مثال، عدد 
x

x

x log x log log

log

= ⇒ = ⇒ =

⇒ - =

2
2

2

2 2 2 2
2 0

كه اين معادله با معادلة چندجمله‌اي زير:
 

n n
n na x a x .... a x a-

-+ + + + =1
1 1 0 0

22 كي عدد متعالي است. اما  با ضرايب گويا كيي نيست. پس عدد 
براي رسم تا حدي غيردقيق آن مي‌توان از تلاقي نمودارهاي زير كمك گرفت:

x xx log log= ⇒ - = ⇒ =2
2 22 2 0 2

f و  (x) =1 2 نمودارهــاي  تلاقــي  22 محــل  يعنــي 
xf است. (x) log=2 2

y را پيدا ميك‌نيم )شكل10(. = 2 ابتدا مقدار 

2

2

1

1

 شكل 10  

f را كه خطي عمود بر محور ‌y در  (x) =1 2 اكنون نمــودار 

2 است، رسم ميك‌نيم )شكل 11(: نقطة 

2

1

2f1(x) =

 شكل 11  

xf را رســم ميك‌نيم )قســمت غيردقيق  (x) log=2 2 نمودار 
ترسيم در رسم تابع لگاريتم پيش مي‌آيد( و محل تلاقي اين نمودار با 

f را مشخص مي‌سازيم )شكل 12(. (x) =1 2 نمودار 

log x
2

x
1
4

1
2 1 2 4

-2 -1 0 1 2

 

F
log x

2f2(x)=

f1(x)= 2

شكل 12  

22 را روي محور  حال اگر از F بر محور  ‌xها عمود كنيم، نقطة 
نشان داده‌ايم )شكل 13(.

براي رســم عمــود نيز از پــرگار كمك مي‌گيريــم. پس نقطة 

H نقطة مورد نظر مسئله است. = 22

log x
2f2(x)=

F
F1(x)= 2

H

 شكل 13  

π كي عدد گنگ و كي عدد متعالي اســت و نمي‌توانيم آن را 

π تعريف‌هاي  به‌صــورت دقيق روي محور نمايش دهيــم. اما براي 
. ابتدا نشــان مي‌دهيم  +2 3 زيادي تخمين زده‌اند؛ از جمله 
2+ كي عدد جبري است و سپس آن را روي محور عددهاي  3

حقيقي نمايش مي‌دهيم )به كمك پرگار و رابطة فيثاغورس(:

x x
(x ) x x

= + ⇒ = + ⇒

- = ⇒ - - =

2

2 2 4 2

2 3 5 2 6
5 24 10 19 0

2+ عددي جبري اســت. براي  3 پس واضح اســت كه 
2+ قطعاً روش‌هاي متعددي وجــود دارند كه در  3 نمايــش 

اينجا كيي از آن‌ها را ذكر ميك‌نيم.
، از ضلع‌هاي قائم 1 و 1،  2 براي رسم مثلث قائم‌الزاويه به وتر 
3 از ضلع‌هاي قائم 1، 1 و 1 استفاده ميك‌نيم. مي‌بينيم كه  و وتر 
ضلع قائم 1 در هر دو مشترك است. پس مي‌توان از اين ضلع به‌عنوان 
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ضلع مشترك استفاده كرد؛ مانند )شكل 14(.
1

3

2

1

1 1

 شكل 14  

براي رسم دقيق روي محور مراحل زير را انجام مي‌دهيم:
2 را روي محور نشان مي‌دهيم. )شکل 15(  .1

2
0

1

1

 شكل 15  

2 روي  2. به كمك زاوية محاطي مثلث قائم‌الزاويه‌اي به قطر 
محور رســم ميك‌نيم. در اينجا بعد از رسم عمودمنصف و پيدا كردن 
، رأس قائم  2 مركز دايره )M( و رســم دايره به مركزيت M و قطر
را محل تلاقي دايره و عمودمنصف قرار مي‌دهيم تا مثلث قائم‌الزاوية 

متساوي‌الساقين با ساق‌هاي 1 و 1 حاصل شود. )شکل 16(

2

A

MO

 شكل 16  

، ضلع‌ قائم 1 را سوار ميك‌نيم  2 اكنون روي ضلع 1 مثلث با وتر
3 برسيم و كمان دلخواه را بزنيم. )شکل 17( تا به وتر

3
2 3

1

+ =

1

1 1
π

 O 2 3  شكل 17  

سؤال جالبي كه به ذهن خطور ميك‌ند، چنين است: »اگر عددي 
رسم‌پذير باشد، آيا معكوس عدد نيز رسم‌پذير مي‌شود؟« رابطة اصلي 
. با توجه  a.

a
=

1 كه كي عدد با معكوســش دارد، چنين اســت: 1

بــه اينكه براي رســم از مثلث قائم‌الزاويه و روابــط طولي آن كمك 
مي‌گيريم، رابطة زير راهگشاي سؤال است:

BH AH . HC

AH . HC

AH . HC

=

= ⇒

=

2

21
1

A H

B

C

1

 شكل 18  

HC وارون كيديگر هستند. AH و  واضح است كه 
اما براي نمايش معكوس كي عدد رسم‌پذير روي محور، بايد H را 
مبدأ مختصات در نظر بگيريم و طبق گام‌هاي زير ادامه دهيم. دقت 
شــود، چون در نمايش دو طرف مبدأ مختصات قرار مي‌گيرند، پس 
اين عددها قرينة معكوس كيديگر هستند كه لازم است براي معكوس 

عدد، قرينة عدد را نمايش دهيم:

B

O-a

1
1
a

+  شكل 19  

1. نمايش عدد رسم‌پذير روي محور مختصات )براي مثال a-(؛
2. رسم خط عمود BO به اندازة كي واحد از مبدأ مختصات؛

 .-a و نقطه B 3. رســم خط عمود بر پاره‌خط واصــل بین نقطه
محــل تلاقي اين خط و محــور اعداد محل نمايــش معكوس عدد 

رسم‌پذير است.
- را روي محور اعداد نمايش دهيد. +1 5 مثال: معكوس عدد 

1- را روي محور نمايش مي‌دهيم. 5 ابتدا عدد 
سپس مراحل بالا را طي ميك‌نيم تا به جواب سؤال، يعني نمايش 

- برسيم. )شکل 20( +1 5 معكوس 

5
11

2151 - 0

- +
1

1 5  شكل 20  


